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初始条件优化的近似指数序列灰色建模方法
岳赟，卢光跃

（西安邮电大学无线网络安全技术国家工程实验室，陕西 西安 710121）

摘 要：灰色 GM（1,1）预测方法仅针对累加生成满足近似指数特点的原始序列建立预测模型。为了拓宽传统灰

色预测模型的应用范围，设计了通过优化初始条件提高灰色 GM（1,1）预测精度的新方法———DGM（1,1,c,β）模
型。 对满足近似指数的原始序列建立 DGM（1,1,c,β）模型，利用粒子群算法求解模型参数。 最后，通过实例验证

了所提出的 DGM（1,1,c,β）预测模型的有效性和实用性。
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Abstract: Grey GM （1,1） prediction method is only suitable for the prediction model of the original sequence
which satisfies the characteristic of the approximate exponential through the accumulated generating operation.
In order to widen the application range of the traditional grey prediction model, a new method ，dubbed DGM
（1,1,c ,β ） model （direct grey model），was proposed to improve the accuracy of grey GM （1,1） prediction by
optimizing initial conditions. DGM （1,1,c ,β ） model was established for the original sequence conforming to the
approximate exponential and the model parameters were obtained by the particle swarm optimization algorithm.
Both the simulation and analysis of the example demonstrate that the proposed method is more effective and
practical.
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1 引言

对于缺乏统计规律的小样本预测系统，如何挖掘其发
展规律，一直是学术界的难点 [1]。 灰色系统（grey system）是
20 世纪 80 年代邓聚龙提出的一种针对小样本、 贫信息、

不确定性问题的方法。 灰色系统理论以“部分信息已知，
部分信息未知 ”的小样本 “贫信息 ”不确定系统为研究对
象 , 通过对“部分 ”已知信息的生成 、开发 ，提取有价值的
信息 ，实现对系统运行行为 、演化规律的正确描述和有
效监控 [2]。
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GM（1,1） 模型作为灰色系统中最常用的预测模型，已
广泛应用于经济、 生态、 科技、 农业、 生物等各个领域。
GM（1,1）模型是由原始序列建立的一阶微分方程 ，在其建
模过程中，关键是确定系统参数，然而实际求解过程中存
在的近似误差会对算法性能带来影响， 比如传统 GM（1,1）
模型用梯形公式近似代替背景值； 将灰色作用量看作不
变，但不符合系统发展的实际规律；以向前差商或向后差
商近似代替灰导数；以序列中第一个数据为白化微分方程
的初始条件进行近似求解等。因此，诸多学者对 GM（1,1）模
型进行了改进和优化，主要归纳为以下 4 个方面。

（1）重构背景值
参考文献 [3]利用一阶线性微分方程的指数解来构造

背景值，以此替代传统 GM（1,1）模型背景值，其提高了模型
的拟合和预测精度，同时证明了该模型适用于低增长指数
序列和高增长指数序列；参考文献 [4]对传统 GM（1,1）模型
的背景值进行改进，其利用牛顿插值公式来计算新的背景
值，取得了较好的预测效果。

（2）优化灰色作用量
参考文献[5]通过分析、观察得知灰色作用量是随时间

变化，因而其引入线性时间项的灰色作用量，构建优化灰
色作用量的 GM（1,1）模型，降低了预测模型的误差。

（3）改进灰导数。
参考文献 [6]将向前差商和向后差商的加权平均值作

为 GM（1,1）的灰导数白化值，进而建立新的 GM（1,1）模型 ，
证明了该建模方法具有线性变换一致性。

（4）优化初始条件
参考文献[7]提出对累加序列的第 1 个分量摄入扰动因

子，以提高模型的预测精度；参考文献 [8]为了提高GM（1,1）
模型的预测精度，将累加序列的第 n 个分量作为灰微分方
程的初始条件；参考文献[9]提出将累加序列的第 1 个分量
和第 n 个分量的加权平均值作为初始条件 ， 以减少
GM（1,1）模型的预测误差。

以上研究从不同角度对 GM（1,1）模型进行改进 ，一定
程度上提高了 GM（1,1）模型的预测精度，然而其主要针对
一阶累加生成满足近似指数特点的原始序列。本文对满足
近似指数增长特点的原始序列， 直接建立灰色预测模型，
然后在参考文献[7]的基础上设置时间参数，以原始数据与
模拟数据误差平方和最小为目标， 建立无约束优化模型，
并利用 PSO（particle swarm optimization，粒子群优化）算法
求解初始条件中的时间参数。

2 GM(1,1)模型

2.1 建模原理
作为灰色预测中最常见的 GM（1,1）模型 ，它是由原始

数据序列建立的一阶微分方程， 主要适合于对单一时间
序列的系统进行模拟、预测。 灰色预测模型有 3 个基本操
作：累加生成、灰色建模和累减生成。

对长度为 n 的原始非负序列 x（0）={x（0）（1）,x（0）（2）,… ,x（0）（n）}
进行灰色预测前，需首先对其进行级比检验，当级比 σ （0）（k）
x（0）（k-1）
x（0）（k） ∈（e-2/（n+1）,e2/（n+1））（k=2,3,…,n）时，方能建立 GM（1,1）模

型。对 x（0）作一次累加运算 x（1）（k）=
k

i = 1
∑x（0）（i）（k=1,2,3,…,n），生

成新的序列 x（1）={x（1）（1）,x（1）（2）,… ,x（1）（n）}，该序列满足近似指
数特点。 据此构造背景值序列 z（1）={z（1）（1）,z（1）（1）,…,z（1）（n）}，其
中，z（1）（k）=（x（1）（k-1）+x（1）（k））/2（k=2,3,…,n）。

GM（1,1）模型的灰色微分方程为：
x（0）（k）+az（1）（k）=b，k=2,3,…,n （1）

其中，系统参数 a、b 分别为待确定的发展系数及灰色
作用量。

记 B=
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， 则利用最小二乘估计

出的参数 Φ=[a,b]T为 Φ=[BT,B]-1BTY。
式（1）对应的白化方程为：

dx（1）（t）/dt+ax（1）（t）=b （2）
在初始条件下（1,x（1）（1）），式（2）的解为：

x̂ （1）（t）=（x（1）（1）- b
a ）e-a（t-1）+ b

a
（3）

于是，利用式（3）的结果，可计算出 t=k（k=1,2,… ,n）时
刻的x̂ （1）（k）为：

x̂ （1）（k）=（x（1）（1）- b
a ）e-a（k-1）+ b

a
，k=1,2,3,…,n （4）

将式（4）累减还原，即可得到原始序列的预测值或/和
拟合值为：

x̂ （0）（k）=x̂ （1）（k）-x̂ （1）（k-1），k=2,3,…,n （5）
当 k≤n 时，x̂ （0）（k）为模型拟合值；当 k＞n 时，x̂ （0）（k）为模

型预测值。
2.2 模型的检验

众所周知， 拟合的精度是评判模型效果的核心指标。

… … …
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因此，灰色预测模型必须通过精度检验后再决定其是否可
以用于模拟、预测。模型精度的检验方法主要有 3 种：残差
检验法、后验差检验法和关联度检验法，其中残差检验法
是最常用的方法。 残差是实际值与模拟值之差，残差检验
实际上检验的是模拟值与实际值之间偏离的程度 [10]。 残差
检验步骤如下。

设原始序列和模拟序列为：

x（0）={x（0）（1）,x（0）（2）,…,x（0）（n）},x̂（0）={x̂（0）（1）,x̂（0）（2）,…,x̂ （0）（n）}。
其绝对误差 e（k）和平均相对误差 ξ 分别为：

e（k）= x（0）（k）-x̂（0）（k）
x（0）（k）

×100% （6）

ξ= 1
n

  n

  k = 1
∑|e（k）| （7）

当 ξ＜10%且 e（k）＜10%，称模型为残差合格模型。
传统灰色预测模型通过一阶累加生成寻找蕴含在原

始序列中的指数规律，揭示系统未来的发展趋势，然而当
原始序列为近似指数增长时，则不必对原始序列进行累加
生成。

3 DGM(1,1,c,β)模型

3.1 DGM(1,1,c,β)模型的建立
如果原始序列具有近似指数增长的特点，对其进行灰

色预测就需两个基本操作： 累减生成和灰色建模。 此时
GM（1,1）模型所指的原始数据便是建模数据的一次累减序
列。 传统的 GM（1,1）模型不一定要经过第一个点 （1,x（1）（1）），
为此参考文献 [7]将初始条件修正为 （1,x（1）（1）+γ），但其未
考虑到时间参数的影响。 为此，本文考虑时间参数因素，
提出了一种新的 DGM（1,1,c,β）（direct grey model）灰色预
测模型。

对具有近似指数增长的原始序列进行一次累减，即 x（-1）（k）=
x（0）（k）-x（0）（k-1）（k=2，3,… ,n），生成 x（-1）={x（-1）（1）,x（-1）（2）,… ,
x（-1）（n）}。 其白化方程为：

dx（0）（t）/dt+ax（0）（t）=b （8）
在初始条件（β,x（1）（1）+c）下的时间响应函数为：

x（0）（t）=（x（0）（1）+c- b
a ）e-a（t-β）+ b

a
（9）

式（6）的灰微分方程形式：

x（-1）（k）+az（0）（k）=b （10）
通过最小二乘法估计 Φ=[a,b]T=[BT,B]-1BTY。 将 a、b 代

入式（7）并将其离散化得到 DGM（1,1,c,β）灰色预测模型：

x̂ （0）（k）=（x（0）（1）+c- b
a ）e-a（k-β）+ b

a
，k=1,2,3,…,n （11）

比较式 （4）和式 （9），DGM（1,1,c,β）灰色预测模型同时
考虑了初始值和时间参数的影响，避免了累减还原产生的
误差，提高了模型的预测精度，更能合理地分析具有近似
指数增长的原始序列。
3.2 参数 c 和 β 的求解

根据最小二乘原理，以模拟序列与原始序列的误差平
方和最小为目标，建立一个无约束优化模型：

（12）
为求出上述优化模型的最佳参数 c 和 β， 本文采用粒

子群 （PSO）算法 ，利用群体中个体的协作和信息的共享来
寻找最优解。 粒子群算法是由 Kennedy 和 Eberhart 提出来
的一种仿生优化算法，该算法来源于对鸟群捕食行为的模
拟，PSO 算法可以表述如下 [11]，随机初始化一个粒子群数，
该粒子群的粒子数量为 n，维数为 D，其中每个粒子的初始
化位置和初始化速度分别为 Xi

0=（xi1,xi2,xi3, … ,xiD），Vi
0=（Vi1,

Vi2,Vi3,…,ViD）。根据适应度函数 f 计算每个粒子的适应度值
f（Xi

0），找出个体极值 P 0，找出群体极值 Pg
0。 在迭代过程中，

粒子通过计算适应度值， 找到个体极值 P k和群体极值Pg
k，

不断更新自身的速度和位置，从而实现粒子的寻优。 更新
速度和位置如下：

（13）
（14）

其中，ω 表示惯性权重，d=1,2,… ,D；i=1,2,… ,n；k 为迭
代次数；Vid为粒子的速度；学习因子 c1、c2为非负的常数；
r1、r2是分布于[0,1]的随机数；α 是约束因子，目的是控制速
度的权重。

利用 PSO 算法来求解 DGM（1,1,c,β） 灰色预测模型中
的参数 c 和 β，因此可设定粒子为二维 ，相应的求解步骤
如下。

步骤 1 初始化 ： 设置粒子的初始位置和初始速度
（粒子群数 n）。

Xi
0=（ci, βi），Vi

0=（Vi1,Vi2）（i=1,2,3,…,n） （15）
步骤 2 计算每个粒子适应值 ： 对每个粒子通过目
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表 1 2007-2015 年我国互联网用户数
年份 2007年 2008年 2009年 2010年 2011年 2012年 2013年 2014年 2015年

用户数/万户 21 000 29 800 38 400 45 730 51 310 56 400 61 758 65 875 68 826

年份 原始数据/万户
GM（1,1）模型 参考文献 [7]所提模型 本文所提模型

拟合值/万户 相对误差 拟合值 /万户 相对误差 拟合值 /万户 相对误差

2007年 21 000 21 000 0 27 599 31.4% 21 076 0.36%

2008年 29 800 32 462 8.39% 31 910 7.08% 30 313 1.72%

2009年 38 400 37 532 2.25% 36 894 3.92% 38 311 0.23%

2010年 45 730 43 395 5.11% 42 656 6.72% 45 236 1.07%

2011年 51 310 50 173 2.21% 49 319 3.88% 51 234 0.15%

2012年 56 400 58 009 2.85% 57 022 1.10% 56 428 0.05%

表 2 3 种模型对原始序列的模拟值和相对误差

表 3 3 种模型对原始序列的预测值和相对误差

年份 原始数据/万户
GM（1,1）模型 参考文献 [7]所提模型 DGM（1,1,c,β）模型

拟合值/万户 相对误差 拟合值 /万户 相对误差 拟合值 /万户 相对误差

2013年 61 758 67 070 8.6% 65 928 6.75% 60 926 1.35%

2014年 65 875 77 546 19.53% 76 226 17.49% 64 822 0.08%

2015年 68 826 89 658 30.27% 88 132 28.05% 68 195 0.92%

标函数 f 计算其适应值，并找出个体极值 P0，找出群体极
值 Pg

0。
步骤 3 利用式 （11）和式 （12）来更新各粒子的速度

和位置，更新适应度值、个体极值和群体极值。
步骤 4 如果迭代次数大于最大迭代次数，结束迭代

输出群体极值，得到 c 和 β；否则返回步骤 3。
综上，DGM（1,1,c,β）模型的建模步骤：
（1）原始数据 x（0）进行累减生成 x（-1）；
（2）将累减生成序列 x（-1）代入式（8），求得 a、b；
（3）将 a、b 及 x（0）代入式（9）建立 DGM（1,1,c,β）模型；
（4）将第 3 步中的预测表达式代入式 （10）得到目标

函数；
（5）通过粒子群算法求解参数 c 和 β；
（6）将 c 和 β 代入式（9），求出预测值。

4 实例分析

1997 年以来 ，中国互联网信息中心 （CNNIC）已连续
19 年开展统计调查工作， 并于每年 1 月、7 月份分两次发
布统计报告公布我国互联网上网计算机数、 用户人数、用
户分布、信息流量分布、域名注册等方面情况的统计信息，
为我国信息化发展提供了重要的依据，也为政府、机构和
企业各界提供重要决策参考。 根据 CNNIC 第 37 次发布的
《中国互联网络发展状况统计报告》， 截至 2015 年 12 月，

中国网民规模达 6.88 亿人，互联网普及率达 50.3%，中国
网民上网人数已过半。 选取 CNNIC 于 2016 年 1 月发布的
第 37 次报告数据， 分别以我国互联网用户人数和互联网
普及率为例进行分析。
4.1 实例 1

记表 1 的数据为原始序列 x（0）， 下面将利用 GM（1,1）模
型、参考文献[7]所提模型和本文提出的DGM（1,1,c,β）模型分
别对 x（0）中的前 6 个数据建立灰色预测模型 ，后 3 个数据
用来预测，以对比 3 种模型的预测精度。

对于传统 GM（1,1）预测模型 ，利用 2007-2012 年的数
据建立灰色 GM（1,1）模型，解得 a=-0.145 1，b=27 116。 对于
参考文献[7]所提模型，解得扰动因子 γ=-3 537，a=-0.145 1，
b=27 116。而对于 DGM（1,1,c,β）模型，PSO 算法的参数设置
为：种群规模 n=40，学习因子 c1=c2=2.0，惯性权重 ω=0.95，
最大迭代次数 N=200。 灰色建模得 a=0.143 9，b=12 949，
经 PSO 算法解得最佳参数 c=-1.685 4，β=0.992 1。 表 2、表3
分别描述了 3 种模型的模拟值、相对误差以及预测值和相
对误差，图 1、图 2 分别给出了 3 种模型拟合值、实际值及
相对误差。

由表 2、表 3 及图 1、图 2 可知 ，GM（1,1）模型 、参考文
献 [7]所提模型和本文所提模型对原始序列进行模拟的平
均相对误差分别为 3.47%、9.02%和 0.597%， 其中对原始
序 列 进 行 一 步 预 测 的 相 对 误 差 分 别 8.6% 、6.75%和
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图 1 3 种模型对原始序列的模拟预测值

图 2 3 种模型对原始序列的相对误差

表 4 2007-2015 年我国互联网普及率
年份 2007年 2008年 2009年 2010年 2011年 2012年 2013年 2014年 2015年

普及率 16.0% 22.6% 28.9% 34.3% 38.3% 42.1% 45.8% 47.9% 50.3%

表 5 3 种模型对原始序列的模拟值和相对误差

年份 原始数据
GM（1,1）模型 参考文献 [7]所提模型 本文所提模型

拟合值 相对误差 拟合值 相对误差 拟合值 相对误差

2007年 16.0% 16.0% 0 20.92% 30.73% 16.03% 0.22%

2008年 22.6% 24.52% 8.52% 24.10% 6.66% 22.91% 1.35%

2009年 28.9% 28.26% 2.20% 27.78% 3.88% 28.82% 0.26%

2010年 34.3% 32.57% 5.04% 32.01% 6.67% 33.92% 1.09%

2011年 38.3% 37.53% 2.01% 36.89% 3.69% 38.32% 0.04%

2012年 42.1% 43.25% 2.73% 42.51% 0.97% 42.10% 0.01%

1.35% ， 二步预测的相对误差分别 19.53% 、17.49%和
0.08% ， 三步预测的相对误差分别 30.72% 、28.05%和
0.92%，从而表明本文所提的 DGM（1,1,c,β）模型的预测精
度优于 GM（1,1）模型、参考文献[7]所提模型。
4.2 实例 2

记表 4 的数据为原始序列 x（0）， 下面将利用 GM（1,1）
模型 、参考文献 [7]所提模型和本文提出的 DGM（1,1,c,β）
模型分别对 x（0）中的前 6 个数据建立灰色预测模型，后 3个
数据用来预测，以对比 3 种模型的预测精度。

对于传统 GM（1,1）预测模型 ，利用 2007-2012 年的数
据建立灰色 GM（1,1）模型，解得 a=-0.141 8，b=20.558 1。 对
参考文献[7]所提模型，解得扰动因子 γ=-2.758 5，a=-0.141 8，
b=20.558 1。 而对于 DGM（1,1,c,β）模型，PSO 算法的参数设
置为 ，种群规模 n=40，学习因子 c1=c2=2.0，惯性权重 ω=
0.95， 最大迭代次数 N=200。 灰色建模得 a=0.149，b=
9.782 3， 经 PSO算法解得最佳参数 c=-15.228 2，β=-0.800 1。
表 5、表 6 分别描述了 3 种模型的模拟值 、相对误差以及
预测值和相对误差 ，图 3、图 4 分别给出了 3 种模型拟合
值、实际值及相对误差。

由表 5、表 6 及图 3、图 4 可知 ，GM（1,1）模型 、参考文
献 [7]所提模型和本文所提模型对原始序列进行模拟的平
均相对误差分别为 3.42%、8.77%和 0.50%，其中对原始序
列进行一步预测的相对误差分别 8.82%、6.96%和 0.95%，
二步预测的相对误差分别 19.91%、17.85%和 0.58%，三步
预测的相对误差分别 31.58%、29.33%和 0.59%，从而表明
本文所提的 DGM（1,1,c,β） 模型的预测精度优于 GM（1,1）模
型、参考文献[7]所提模型。
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表 6 3 种模型对原始序列的预测值和相对误差

年份 原始数据
GM（1,1）模型 参考文献 [7]所提模型 DGM（1,1,c,β）模型

拟合值 相对误差 拟合值 相对误差 拟合值 相对误差

2013年 45.8% 49.84% 8.82% 48.99% 6.96% 45.37% 0.95%

2014年 47.9% 57.43% 19.91% 56.45% 17.85% 48.18% 0.58%

2015年 50.3% 66.18% 31.58% 65.05% 29.33% 50.60% 0.59%

图 3 3 种模型对原始序列的模拟预测值

图 4 3 种模型对原始序列的相对误差

5 结束语

本文在传统灰色建模机制的基础上， 对近似指数增
长序列进行研究 ，提出了基于近似指数增长序列的灰色
建模方法 ，并从初始条件的角度对模型进行优化 ，改进
的模型有效地避免了 GM（1,1）预测模型和参考文献 [7]所
提模型的不足 。 最后 ，通过实例验证该改进模型的合理
性 ，同时该模型拓展了灰色模型的应用范围 ，提高了模
型的预测精度。
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